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Abstrak - Misalkan ),( oS  semigrup  dan α relasi ekuivalen pada S. Relasi ekuivalen α pada semigrup S  
dikatakan kongruen jika ( )Sats ∈∀ ,,   dan  s α t maka sa α ta  dan as α at. Jika semua kongruen pada S  
dihimpun dan dinotasikan dengan K(S) kemudian pada K(S) diberikan dua operasi biner ∨ dan  ∧ maka (K(S); ∨ , 
∧) membentuk lattice, yang disebut lattice kongruen pada semigrup. Dalam tulisan ini akan dibahas karakteristik 
operasi biner ∨ dan  ∧, sehingga (K(S); ∨ , ∧), membentuk lattice serta sifat-sifat lattice kongruen pada semigrup. 

 
Kata kunci: Kongruen; Lattice; Lattice Kongruen.  
 

 
1. Pendahuluan 

 
Suatu relasi ekuivalen α pada semigrup S disebut 
kongruen jika memenuhi sifat kompatibel, yaitu 
( )Sats ∈∀ ,,  (s α t ⇒ sa α ta dan as α at). Semua 

kongruen pada semigrup S dihimpun dan dinotasikan 
dengan K(S), yaitu K(S) = {α | α kongruen pada 
semigrup S}. Jika  pada K(S) diberikan dua operasi 
biner ∨ dan ∧ (join dan meet) dan kedua operasi ini 
memenuhi sifat assosiatif, komutatif, idempoten dan 
absorspsi, maka) (K(S); ∨ , ∧) merupakan lattice, dan 
disebut lattice kongruen pada semigrup S [1]. 
Berdasarkan pada sifat yang dimiliki semigrup dan 
lattice di atas dilakukan kajian lebih lanjut terhadap 
lattice kongruen pada semigrup. Suatu himpunan 
terurut parsial (L, ≤) dikatakan lattice jika terdapat 
sup(A) dan   inf (A) untuk sebarang himpunan 
berhingga  A ⊆ L dengan  A ≠ ∅. [2].  

 
Jika suatu lattice memenuhi 

( ) ( )cbacbaba ∧∨=∧∨⇒≥   untuk  setiap a, b, c 

didalam lattice tersebut maka lattice tersebut 
dikatakan bersifat modular [1].  
Tujuan dari tulisan ini adalah menentukan operasi 
biner ∨ dan ∧ pada K(S) sehingga (K(S); ∨ , ∧) 
merupakan lattice dan sifat-sifat apa yang  dimiliki  

oleh (K(S); ∨ , ∧) dengan ∨ dan ∧ yang telah 
ditentukan. Kajian yang dilaksanakan adalah 
mempelajari sifat-sifat relasi kongruen pada 
semigrup dan sifat-sifat lattice. Sebagai teori dasar 
adalah teori-teori dasar dari struktur semigrup, relasi 
kongruen dan teori lattice yang dikemukakan oleh 
[3], [2]. dan [4].  
 
2. Karakteristik Lattice Kongruen Pada Semigrup 

 
Misalkan R suatu relasi pada S, dan ρi, i ∈ I relasi 
kongruen yang memuat R maka }|{ Iii

Ii
∈

∈
ρI  juga 

kongruen pada S dan merupakan kongruen terkecil 
yang memuat R. 
 
Definisi 1. [5]  

}|{ Iii
Ii

∈
∈

ρI  merupakan relasi kongruen yang 

dibangun oleh R dan dinotasikan dengan Rc 

 
Teorema  2. [5] 
Diberikan (Rc)e = relasi ekuivalen yang dibangun 
oleh Rc. Jika R relasi pada semigrup S maka Rs = 
(Rc)e  
 
Bukti: 
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(1). Ambil sebarang s, t, a ∈ S dan (s, t) ∈ (Rc)e. 
Tulis ρ  = (R ∪ R-1∪ 1s)c. Dari (s, t) ∈ (Rc)e dan 
didefinisikan Re = (R ∪ R-1∪ 1s)∞ diperoleh (s, t) 
∈ ρ∞. Akibatnya terdapat n ∈ N sehingga (s, t) ∈ 
ρn.  Ambil sebarang (x,y) ∈ (R ∪ R-1∪ 1s)c.  
Diperoleh  x = as1, y = at1 untuk a,1∈ S1  dan  
(s, t) ∈ (R ∪ R-1∪ 1s).  Akibatnya      (as, at) ∈ 
(R ∪ R-1∪ 1s)c = ρ. Dari   (x,y) ∈  (R ∪ R-1∪ 
1s)c, diperoleh  x = 1sa, y = 1ta untuk  a,1 ∈  S1 
dan   (s, t) ∈   (R ∪ R-1∪ 1s).  Akibatnya (sa,  ta) 
∈   (R ∪ R-1∪ 1s)c = ρ. Jadi  ρ  kompatibel kiri 
dan kompatibel kanan akibatnya ρn  kompatibel 
kiri dan kompatibel kanan.  Jadi (∀a ∈ S) (as, 
at) ∈  ρn  ⊆ (Rc)e dan  (sa, ta) ∈ ρn  ⊆ (Rc)e. 
Terbukti (Rc)e merupakan kongruen pada S yang 
memuat R.  

 
(2). Karena jelas berlaku R ⊆ Rc, dan k kongruen 

pada S yang memuat R diperoleh   R ⊆ Rc ⊆ kc 
= k.  k merupakan relasi ekuivalen dan memuat 
Rc  maka  (Rc)e ⊆ k. Terbukti (Rc)e merupakan 
kongruen terkecil yang memuat R, yaitu  (Rc)e   =   
Rs. Karena   Rs = (Rc)e  terbukti   (Rc)e  merupakan   
kongruen    terkecil    yang memuat   R.  

 
Jika  { }Ii∈|ρ i  adalah kongruen pada semigrup S, 

maka  I { }Ii∈|ρi   juga merupakan kongruen pada 

S.  Jika R suatu relasi  pada  S  maka interseksi dari 
semua kongruen pada S  memuat R merupakan relasi 
kongruen yang terkecil disebut kongruen pada S 
yang dibangun oleh R dan ditulis Rs. Jadi Rs = 
I ii ρ,|ρ{ Ii∈  kongruen pada S dan R ⊆ ρi} atau  

kongruen pada S yang dibangun oleh R, yaitu 
kongruen terkecil yang  memuat R.  
 
Teorema 3. [1] 
Himpunan semua kongruen pada semigrup S 
merupakan lattice dengan definisi ∧ dan ∨  sebagai 
(∀ ρ, σ ∈ K(S))   (ρ ∧ σ) = (ρ ∩ σ) dan (ρ ∨ σ) =   
(ρ ∪ σ)s  
 
Bukti: 

Ambil sebarang ρ, σ ∈ K(S). Definisikan   ρ ⊆ σ ⇔ 
ρ ∩ σ = ρ. Diperoleh (K(S), ⊆ ) himpunan terurut 
parsial, sebab: 
(1).  Jelas  ρ ⊆ ρ ( ∀ρ ∈ K(S)) ,  (⊆ refleksif) 
(2).  Ambil ρ, σ ∈ K(S) dengan ρ ⊆ σ dan σ ⊆ ρ, 

diperoleh ρ ∩ σ = ρ dan  σ ∩ ρ = σ.  Karena ρ, 
σ ∈ K(S). Karena ρ ∩ σ ∈ K(S). Jadi (∀ s, t, a 
∈ S) (s, t) ∈ ρ ∩ σ ⇔   (s, t) ∈ σ dan (s, t) ∈ ρ 
⇔ (s, t) ∈ σ ∩ ρ. Diperoleh ρ ∩ σ = σ ∩ ρ ⇔ ρ 
= ρ ∩ σ = σ ∩ ρ = σ. Terbukti jika ρ ⊆ σ  dan σ 
⊆ ρ maka  ρ = σ   ( ⊆ anti simetris) 

(3). Ambil ρ, σ dan β ∈ K(S) dengan ρ ⊆ σ dan σ ⊆ 
β, diperoleh ρ ∩ β = (ρ ∩ σ) ∩ β = ρ ∩  (σ ∩ β) 
= ρ ∩ σ = ρ ⇔ ρ ⊆ β. Terbukti jika ρ ⊆ σ dan σ 
⊆ β maka ρ ⊆ β (⊆ transitif) 

 
Dari  1 – 3  terbukti  (K(S),  ⊆)   merupakan  
himpunan  terurut  parsial.  Jadi (K(S), ⊆) merupakan 
himpunan terurut parsial dengan supremum dan 
infimumnya  ada  untuk  setiap  dua  elemen  K(S),  
yaitu  ( ∀ ρ, σ ∈ K(S))     inf(ρ, σ)  = (ρ ∩ σ) dan 
sup(ρ, σ)  = (ρ ∪ σ)s. Terbukti bahwa (K(S);∨, ∧) 
merupakan lattice sup(ρ, σ)  = (ρ ∪ σ)s dan  inf(ρ, σ)  
= (ρ ∩ σ).  
 
Lemma 4. [5] 
Misalkan ρ, σ relasi ekuivalen (kongruen) pada 
semigrup S. (∀ a, b ∈ S ) (a, b) ∈ ρ ∨ σ ⇔ untuk n 
∈ N (∃ x1, …, x2n-1 ∈ S )  sehingga  (a, x1) ∈ ρ, (x1, 
x2) ∈ σ, …, (x2n-1) ∈σ 
 
Bukti: 
Teorema ini artinya sama dengan membuktikan ρ ∨ 
σ = (ρ oσ)∞ . Berdasarkan teorema 2,  (K(S); ∨ , ∧)  
merupakan  lattice   dengan  sup(ρ, σ)  = (ρ ∪ σ)s 
dan  inf(ρ, σ)  = (ρ ∩ σ). Berdasarkan Teorema 1 
dan karena himpunan semua ekuivalen pada 
semigrup S merupakan lattice dengan ρ ∨ σ = (ρ ∪ 
σ)e serta ρ, σ kongruen didapat (ρ ∪ σ)s = (ρ ∪ σ)e. 
Mengingat Re didefinisikan sebagai  (R ∪ R-1∪ 1s)∞ 

diperoleh ρ ∨ σ = (ρ ∪ σ)∞.  Akibatnya: 
(ρ oσ)∞  ⊆ (ρ ∪ σ)∞                    (1) 
(ρ ∪ σ)∞  ⊆  (ρ oσ)∞                            (2) 

Dari (1) & (2) terbukti ρ ∨ σ =(ρ oσ)∞         
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Akibat  5. [5]  
Jika ρ dan σ ekuivalen pada semigrup S (kongruen 
pada semigrup S)  dan ρ oσ = σ o ρ maka ρ ∨ σ = ρ 
oσ 
 
Bukti: 
Karena ρ oσ = σ o ρ dan operasi o  assosiatif 
diperoleh  (∀ n∈ N ) didapat (ρ oσ)n = (ρ oσ) 
sehingga (ρ oσ)∞ = (ρ oσ). Terbukti ρ∨ σ  = ρ oσ.  
 
Teorema 6.  [1]. 
Jika M sublattice dari lattice (K(S) ; ∨, ∧) dan  (∀ ρ, 
σ ∈ M)   ρ oσ = σ o ρ maka M modular 
 
Bukti: 
Berdasarkan Teorema 3, (K(S); ∨ , ∧) merupakan 
lattice dengan (ρ ∨ σ) = (ρ ∪ σ)s dan  ρ ∧ σ = ρ ∩ σ  
( ∀ ρ, σ ∈ K(S)),  ditulis (K(S); ∨ , ∩).  
 
Ambil sebarang α, β, γ  ∈ M dan α ≤ γ. Karena α o β  
=  β oα dan berdasarkan  Akibat 5 diperoleh α ∨ β = 
α o β = β oα.  (x, y) ∈ (α ∨ β) ∧ γ ⇔ (x, y) ∈ (α ∨ β) 
∩ γ ⇔ (x, y) ∈ γ  dan (∃ z ∈ S) sehingga (x, z) ∈ α 
dan (z, y) ∈ β.  Karena α ≤ γ,  diperoleh (x, z) ∈ ⇔ 
(x, z) ∈ γ  
 
Jadi (z, x) ∈ γ dan (x, y) ∈ γ akibatnya (z, y) ∈ γ. (z, 
y) ∈ γ dan (x, y) ∈ γ ⇒ (z, y) ∈ β ∩ γ sehingga  (x, y) 
= (x, z) o  (z, y) ∈ α o  (β ∩ γ) = α ∨ (β ∧ γ).   
Terbukti (∀ α, β, γ ∈ M) dan α ≤ γ ⇒  (α ∨ β) ∧ γ  ≤ 
α ∨ (β ∧ γ). yaitu sublattice M bersifat modular. 
 

3. Kesimpulan 
 

Himpunan semua kongruen pada semigrup S (K(S)) 
membentuk lattice dengan operasi biner  ∨ dan ∧  
didefinisikan  sebagai  ρ ∨ σ = (ρ ∪ σ)s  dan (ρ ∧ σ) 
= (ρ ∩ σ) (∀ ρ, σ ∈ K(S)) yang disebut lattice 
kongruen pada semigrup S dan ditulis  (K(S); ∨ , ∩)  
  
Lattice kongruen pada semigrup S (K(S); ∨ , ∩) 
bersifat modular, yaitu         α ≤ γ ⇒  (α ∨ β) ∧ γ  ≤ 
α ∨ (β ∧ γ),  ( ∀ α, β, γ ∈ K(S)),   
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